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Ó ñòàòòi ïðåäñòàâëåíî CompLab � êëi¹íò-ñåðâåðíèé (Angular / Python + Flask)
ïðîãðàìíèé êîìïëåêñ äëÿ ïîâíîãî öèêëó ðîáîòè ç êîìïàðòìåíòíèìè ìîäåëÿìè: âiä
ãðàôi÷íî¨ ïîáóäîâè ñòðóêòóðè äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïðÿìèõ çàäà÷ ìîäåëþâàííÿ òà çàäà÷
îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ. Êîðèñòóâà÷ çàäà¹ ìîäåëü ó âèãëÿäi îði¹íòîâàíîãî çâàæåíîãî
ãðàôà; íà îñíîâi öüîãî ãðàôà ñåðâåð àâòîìàòè÷íî ôîðìó¹ ñèñòåìó çâè÷àéíèõ äè-
ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (ç âèêîðèñòàííÿì SymPy äëÿ ðîçáîðó àëãåáðà¨÷íèõ âèðàçiâ
ïîòîêiâ), à ïîòiì àáî iíòåãðó¹ öþ ñèñòåìó ìåòîäîì LSODA (ðåàëiçàöiÿ áiáëiîòåêè SciPy

� solve_ivp, method='LSODA', dense_output=True), àáî ðîçâ'ÿçó¹ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî
êåðóâàííÿ çà ïðèíöèïîì ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà ç ïðÿìèì-çâîðîòíèì ïðîõîäîì. Äëÿ
îïòèìiçàöi¨ àâòîìàòè÷íî áóäóþòüñÿ ôóíêöiÿ Ãàìiëüòîíà òà ñïðÿæåíà ñèñòåìà; îíîâ-
ëåííÿ êåðóâàíü âèêîíó¹òüñÿ ç ïðî¹êöi¹þ íà äîïóñòèìi ìåæi òà ðåëàêñàöi¹þ, à ó
âèïàäêó ëiíiéíîñòi çà êåðóâàííÿìè çàñòîñîâó¹òüñÿ bang-bang ñõåìà. Ðåàëiçàöiÿ âèêî-
ðèñòîâó¹ íåïåðåðâíi iíòåðïîëÿöiéíi ôóíêöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ (dense_output) çàìiñòü ôiê-
ñîâàíèõ ñiòîê, ùî ñïðîùó¹ ïî¹äíàííÿ ïðÿìîãî i çâîðîòíîãî ïðîõîäiâ i çàáåçïå÷ó¹
ãíó÷êå âiäîáðàæåííÿ ðåçóëüòàòiâ ç äîâiëüíèì êðîêîì äèñêðåòèçàöi¨. Iíñòðóìåíò
ìà¹ iíòåðàêòèâíèé ðåäàêòîð ãðàôiâ (íà îñíîâi Cytoscape.js) ç àâòîïîçèöiþâàííÿì,
ðîáî÷i ïðîñòîðè, iìïîðò/åêñïîðò ìîäåëåé i ðåçóëüòàòiâ, ïåðåâèêîðèñòàííÿ ïîïåðåäíiõ
çàïóñêiâ, âèâiä ïðîìiæíèõ îá'¹êòiâ (ñèñòåìè ðiâíÿíü, Ãàìiëüòîíiàí, ñïðÿæåíi ðiâíÿí-
íÿ) òîùî. Ïîòî÷íà âåðñiÿ ïiäòðèìó¹ çàêðèòi ìîäåëi ç ÷àñîâî-iíâàðiàíòíîþ äèíàìiêîþ
òà ñòàëèìè ïàðàìåòðàìè. Ìîæëèâîñòi CompLab ïðîäåìîíñòðîâàíî íà áàçîâié SEIR-
ìîäåëi òà äâîõ ¨¨ ìîäèôiêàöiÿõ ç îäíèì i äâîìà êåðóâàííÿìè.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ, êîìïàðòìåíòíi ìîäåëi, îïòèìàëüíå êåðó-
âàííÿ, ïðîãðàìíå çàáåçïå÷åííÿ, ïðèíöèï ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà.

1. Âñòóï

Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ ¹ ïîòóæíèì iíñòðóìåíòîì äëÿ äîñëiäæåííÿ äèíàìiêè
ñêëàäíèõ ñèñòåì òà ïîøóêó îïòèìàëüíèõ ñòðàòåãié âòðó÷àííÿ (êåðóâàííÿ), çîêðåìà
â åïiäåìiîëîãi¨ [1�3]. Ïðè öüîìó, ðîáîòà ç ìàòåìàòè÷íèìè ìîäåëÿìè, çîêðåìà ç
òàêèìè, ÿêi ìîæíà ïðèâåñòè äî êîìïàðòìåíòíèõ [4], çàëèøà¹òüñÿ òåõíi÷íî ñêëàä-
íîþ, òðóäîìiñòêîþ òà ÷àñòî ìîíîòîííîþ. Ñïåöiàëiçîâàíå ïðîãðàìíå çàáåçïå÷åííÿ,
ÿêå àâòîìàòèçó¹ ïåâíi ÷àñòèíè öüîãî ïðîöåñó, ìîãëî á ñóòò¹âî ñïðîñòèòè çàäà÷ó äëÿ
äîñëiäíèêiâ, íàäàþ÷è ìîæëèâiñòü áiëüøå çîñåðåäèòèñÿ íà iíòåðïðåòàöi¨ ðåçóëüòàòiâ,
à íå íà òåõíi÷íèõ íþàíñàõ ¨õ îòðèìàííÿ. Áiëüøå òîãî, ïîäiáíå ïðîãðàìíå çàáåç-
ïå÷åííÿ ìîæå çíèçèòè ïîðiã âõîäó äëÿ äîñëiäíèêiâ ç iíøèõ ãàëóçåé, à òàêîæ äëÿ
ïî÷àòêiâöiâ. Àêòóàëüíiñòü òàêîæ îáóìîâëåíà òèì, ùî åïiäåìiîëîãi÷íi âèêëèêè, ÿê-
îò ïàíäåìiÿ COVID-19, ïðîäîâæóþòü çàëèøàòèñÿ íåâiä'¹ìíîþ ÷àñòèíîþ ñó÷àñíîñòi
i ìîæóòü ïðèçâîäèòè äî çíà÷íèõ êðèçîâèõ ñèòóàöié [5]. Âîäíî÷àñ êîìïàðòìåíòíèé
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ïiäõiä øèðîêî çàñòîñîâó¹òüñÿ é äîáðå çàðåêîìåíäóâàâ ñåáå ïðè ìîäåëþâàííi ïîøè-
ðåííÿ åïiäåìié. Âiäïîâiäíî, íàÿâíiñòü ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ äëÿ åôåêòèâíiøî¨
ðîáîòè ç ïîäiáíèìè ñèñòåìàìè äîïîìîæå çàâ÷àñíî ïiäãîòóâàòèñÿ äî ïîòåíöiéíèõ
åïiäåìi÷íèõ çàãðîç i îïåðàòèâíî ðåàãóâàòè íà íèõ.

2. Êîìïàðòìåíòíå ìîäåëþâàííÿ

Ó äàíîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî ïîáóäîâó ìîäåëåé äèíàìi÷íèõ ñèñòåì íà îñíîâi
êîìïàðòìåíòíîãî ïiäõîäó. Ñôîðìóëüîâàíî çàäà÷i àíàëiçó òà îïòèìàëüíîãî êåðóâàí-
íÿ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì, ÿêi äîñëiäæóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ðîçðîáëåíîãî ïðîãðàìíîãî
ïðîäóêòó.

Äèíàìiêà ñêëàäíèõ ñèñòåì ÷àñòî îïèñó¹òüñÿ ñèñòåìîþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü,
àäæå â òàêèõ ñèñòåìàõ øâèäêiñòü çìiíè çíà÷åííÿ îäíi¹¨ çìiííî¨ ÷àñòî çàëåæèòü
âiä iíøèõ çìiííèõ öi¹¨ æ ñèñòåìè. Òàêèé ïiäõiä äîçâîëÿ¹ òî÷íî îïèñàòè ñêëàäíi
âçà¹ìîçàëåæíîñòi ñèñòåìè, ïðîòå óñêëàäíþ¹ ¨õ ðîçóìiííÿ òà iíòåðïðåòàöiþ îòðèìà-
íèõ ðåçóëüòàòiâ áåç íàëåæíî¨ âiçóàëiçàöi¨. Êîìïàðòìåíòíi ìîäåëi ñëóãóþòü âiçóàëü-
íèì iíñòðóìåíòîì äëÿ áiëüø iíòó¨òèâíîãî ïðåäñòàâëåííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
äèíàìi÷íèõ ñèñòåì.

Êîìïàðòìåíò � àáñòðàêòíà ÷àñòèíà ñèñòåìè, ó ìåæàõ ÿêî¨ äîñëiäæóâàíà âåëè-
÷èíà (ìàñà ðå÷îâèíè, ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨, åíåðãiÿ òîùî) ââàæà¹òüñÿ ïðîñòîðîâî
îäíîðiäíîþ; âíóòðiøíi âiäìiííîñòi iãíîðóþòüñÿ. Êîæíié çìiííié ñòàíó ñèñòåìè
âiäïîâiäà¹ îäèí êîìïàðòìåíò (óìîâíî çîáðàæó¹òüñÿ ïðÿìîêóòíèêîì).

Îáìií ìiæ êîìïàðòìåíòàìè çäiéñíþ¹òüñÿ øëÿõîì ïîòîêiâ � øâèäêîñòåé ïåðåíîñó
âåëè÷èíè âiä îäíîãî êîìïàðòìåíòó äî iíøîãî. Ïîòîêè îïèñóþòüñÿ ðiâíÿííÿìè
øâèäêîñòi ïåðåõîäó i çàçâè÷àé ìîäåëþþòüñÿ ñèñòåìàìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
ïåðøîãî ïîðÿäêó. Ñóìà ïîòîêiâ, ùî âõîäÿòü àáî âèõîäÿòü ç êîìïàðòìåíòó, âiäïîâi-
äà¹ çìiíi âiäïîâiäíî¨ çìiííî¨ ñèñòåìè â ÷àñi.

Ñòðóêòóðíî ìîäåëü ìîæå áóòè ïîäàíà ÿê îði¹íòîâàíèé çâàæåíèé ãðàô: âåðøèíè
� êîìïàðòìåíòè, ðåáðà � ïîòîêè. Öå ïîäàííÿ ñïðîùó¹ âiçóàëiçàöiþ òà ñòðóêòóðíèé
àíàëiç.

Òîáòî ðîçãëÿäàþ÷è êîìïàðòìåíòè ÿê çìiííi ñòàíiâ yi(t), i = 1, 2, . . . , n, êîìïàðò-
ìåíòíà ìîäåëü, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç n êîìïàðòìåíòiâ, ¹ ãðàôi÷íèì âiäîáðàæåííÿì
ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü:

dy(t)

dt
= f(y(t), u(t), ω(t), θ(t), t), (1)

y(0) = y0, (2)

äå:

• y(t) = (y1(t), y2(t), . . . , yn(t)) ∈ Rn � n-âèìiðíèé âåêòîð ñòàíó ñèñòåìè ó ìîìåíò
÷àñó t ∈ [0, tf ] = Ωt ⊂ R;

• f = (f1, f2, . . . , fn) � ôóíêöiÿ äèíàìiêè ñèñòåìè, ÿêà âiäïîâiäà¹ ðåáðàì ãðàôó
êîìïàðòìåíòíî¨ ìîäåëi;

• u(t) = (u1(t), u2(t), . . . , um(t)) � âåêòîð-ôóíêöiÿ êåðóâàííÿ ñèñòåìîþ;
• ω(t) = (ω1(t), ω2(t), . . . , ωl(t)) � âåêòîð çîâíiøíiõ âïëèâiâ;
• θ(t) = (θ1(t), θ2(t), . . . , θg(t)) � âåêòîð ïàðàìåòðiâ ìîäåëi;
• y0 = (y10 , y20 , . . . , yn0

) ∈ Rn � âåêòîð ïî÷àòêîâèõ óìîâ (çíà÷åíü) âiäïîâiäíèõ
çìiííèõ ìîäåëi.
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Âðàõîâóþ÷è âèùåâèêëàäåíå, ìîæíà îïèñàòè çàãàëüíi êðîêè êîìïàðòìåíòíîãî ìî-
äåëþâàííÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

1. Âèçíà÷åííÿ âåëè÷èí, ÿêi íàñ öiêàâëÿòü, ó âèãëÿäi îêðåìèõ êîìïàðòìåíòiâ òà
ïðèñâî¹ííÿ êîæíié ç âåëè÷èí çìiííî¨, ÿêà çàëåæèòü âiä ÷àñó. Öi çìiííi áóäóòü
çìiííèìè ñòàíó ñèñòåìè (1);

2. Ç'¹äíàííÿ êîìïàðòìåíòiâ ñòðiëêàìè, ÿêi âêàçóþòü øâèäêiñòü òà íàïðÿì ïîòîêó
(ïåðåìiùåííÿ) âåëè÷èíè âiä îäíîãî êîìïàðòìåíòó äî iíøîãî. Øâèäêiñòü
çàçâè÷àé ïîçíà÷à¹òüñÿ áåçïîñåðåäíüî íàä âiäïîâiäíîþ ñòðiëêîþ;

3. Çàïèñ âiäïîâiäíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó äëÿ êîæíî¨
çìiííî¨ ñòàíó ìîäåëi. Ïðè çàïèñi ðiâíÿíü íà îñíîâi ãðàôi÷íîãî ïðåäñòàâëåííÿ
ìîäåëi, ïîòîêè äîäàþòüñÿ äî (àáî âiäíiìàþòüñÿ âiä) ðiâíÿííÿ çìiíè ñòàíó
êiíöåâîãî (ïî÷àòêîâîãî) âóçëà. Çà íàÿâíîñòi çîâíiøíiõ âïëèâiâ, ¨õ ìîæíà
ðîçöiíþâàòè ÿê òàêi, ùî áåðóòü ïî÷àòîê ç çîâíiøíiõ âóçëiâ;

4. Íàäàííÿ ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü òà ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü (1).

Êîìïàðòìåíòíi ìîäåëi ïîäiëÿþòüñÿ íà âiäêðèòi òà çàêðèòi. Ó çàêðèòèõ ìîäåëÿõ
êiëüêîñòi ëèøå ïåðåõîäÿòü ìiæ êîìïàðòìåíòàìè, òîäi ÿê ó âiäêðèòèõ ñèñòåìàõ
êiëüêîñòi ìîæóòü íàäõîäèòè ççîâíi àáî çàëèøàòè ñèñòåìó. Ó çàêðèòié êîìïàðòìåíò-
íié ìîäåëi ñóìà âñiõ ðiâíÿíü çìiíè ñòàíiâ äîðiâíþ¹ íóëþ (äëÿ áóäü-ÿêîãî ìîìåíòó
÷àñó t):

n∑
i=1

fi = 0, t ∈ Ωt. (3)

Â ÿêîñòi ïðèêëàäó íàâåäåìî ñèñòåìó îòðèìàíî¨ ç êîìïàðòìåíòíî¨ ìîäåëi çîáðàæåíî¨
íà ðèñ. 1:

da(t)

dt
= ω1 − µa(t)b(t)− γa(t),

db(t)

dt
= µa(t)b(t)− βb(t),

dc(t)

dt
= γa(t) + βb(t)− ω2,

(4)

äå ω (t) = (ω1, ω2) � çîâíiøíi âïëèâè. ßêùî ωl âõîäèòü ó ðiâíÿííÿ çi çíàêîì
�+�, öå âiäïîâiäà¹ âõîäó ó âiäïîâiäíèé êîìïàðòìåíò; ÿêùî çi çíàêîì �-� � âèõîäó
ç êîìïàðòìåíòó.

Ðèñ. 1. Ïðèêëàä êîìïàðòìåíòíî¨ ìîäåëi



ÃíèòêàÞ., Áîðèñþêß., ÙåðáàòèéÌ.

ISSN 2078�5097. Âiñí. Ëüâiâ. óí-òó. Ñåð. ïðèêë. ìàòåì. òà iíô. 2025. Âèï. 35 51

Êîìïàðòìåíòíi ìîäåëi âiäçíà÷àþòüñÿ âèñîêîþ ãíó÷êiñòþ òà àäàïòèâíiñòþ, ùî
äîçâîëÿ¹ ¨õ çàñòîñîâóâàòè äî øèðîêîãî ñïåêòðà çàäà÷. Çàâäÿêè ïðîñòîòi òà íàî÷íîñ-
òi ãðàôi÷íîãî ïðåäñòàâëåííÿ, öi ìîäåëi ëåãêî ìîäèôiêóâàòè äëÿ âðàõóâàííÿ äîäàò-
êîâèõ ïðîöåñiâ àáî çìiííèõ, çîâíiøíiõ âïëèâiâ àáî iíøèõ îñîáëèâîñòåé ðåàëüíèõ
ñèñòåì.

Íà ìîìåíò íàïèñàííÿ ñòàòòi, ïðîãðàìíèé ïðîäóêò ïiäòðèìó¹ âèêëþ÷íî çàêðèòi
ìîäåëi, ç íåçàëåæíèìè âiä çìiííî¨ ÷àñó ðiâíÿííÿìè ñòàíiâ òà ñòàëèìè ïàðàìåòðàìè
íà óñüîìó âiäðiçêó äîñëiäæåííÿ (θ(t) = (θ1, θ2, . . . , θg) ∈ Rg). Äëÿ ðîçãëÿäóâàíî¨
â ðîáîòi SEIR ìîäåëi áåç êåðóâàííÿ, ÿêà ¹ ðîçøèðåííÿì êëàñè÷íî¨ ìîäåëi SIR [6],
êîìïàðòìåíòíà äiàãðàìà íàâåäåíà íà ðèñ. 2.

Ðèñ. 2. Êîìïàðòìåíòíà ìîäåëü SEIR

Ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âiäïîâiäíî ìà¹ âèãëÿä:

dS(t)

dt
= −βS(t)I(t),

dE(t)

dt
= βS(t)I(t)− σE(t),

dI(t)

dt
= σE(t)− γI(t),

dR(t)

dt
= γI(t),

(5)

äå θ (t) = (β, σ, γ) ∈ R3.
Ó ìîäåëi (5) ôóíêöi¨ ñòàíó (êîìïàðòìåíòè ìîäåëi) îïèñóþòü êiëüêiñòü ëþäåé

ïåâíî¨ êàòåãîði¨ ïî âiäíîøåííþ äî çàõâîðþâàíîñòi: S(t) � êiëüêiñòü ñïðèéíÿòëèâèõ
äî çàõâîðþâàííÿ îñiá (Susceptible); E(t) � êiëüêiñòü çàðàæåíèõ, àëå ùå íå çàðàçíèõ
îñiá (Exposed); I(t) � êiëüêiñòü iíôiêîâàíèõ (óæå çàðàçíèõ) îñiá (Infectious); R(t) �
êiëüêiñòü îñiá, ùî îäóæàëè òà íàáóëè iìóíiòåò (Recovered).

3. Çàäà÷à ìîäåëþâàííÿ

Íåõàé çàäàíî ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (1) íà ïðîìiæêó Ωt òà ïî÷àòêîâi
óìîâè (2). Ïðè öüîìó êåðóâàííÿ u(t) íå çàñòîñîâó¹òüñÿ, çîâíiøíi âïëèâè âiäñóòíi
ω(t) = (0, 0, . . . , 0) (ìîäåëü � çàêðèòà), ôóíêöi¨ äèíàìiêè f íåçàëåæíi âiä çìiííî¨
÷àñó, ïàðàìåòðè � ñòàòè÷íi θ(t) = (θ1, θ2, . . . , θg) ∈ Rg. Ìåòà çàäà÷i � îòðèìàòè
÷èñåëüíi ðîçâ'ÿçêè òàêî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü.

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i îòðèìó¹òüñÿ øëÿõîì ÷èñåëüíîãî iíòåãðóâàííÿ ñèñòåìè (1) ç
óðàõóâàííÿì ïî÷àòêîâèõ óìîâ (2) òà çàäàíèõ ïàðàìåòðiâ. Ó ðîáîòi âèêîðèñòàíî
ìåòîä LSODA áiáëiîòåêè SciPy ôóíêöi¨ solve_ivp (ïàðàìåòð method � 'LSODA')
[7, 8], ÿêèé àâòîìàòè÷íî âèÿâëÿ¹ æîðñòêiñòü i ïåðåìèêà¹òüñÿ ìiæ äâîìà êëàñàìè
áàãàòîêðîêîâèõ ñõåì ç àäàïòèâíèìè êðîêîì i ïîðÿäêîì: íà íåæîðñòêèõ äiëÿíêàõ
� ïðåäèêòîð-êîðåêòîðíèìè ôîðìóëàìè Àäàìñà-Ìîóëòîíà (ïîðÿäîê äî 12), à íà
æîðñòêèõ � ôîðìóëàìè çâîðîòíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ BDF (ïîðÿäîê äî 5).
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Äëÿ òàêîãî òèïó çàäà÷ òàêîæ øèðîêî çàñòîñîâóþòü iíøi çàãàëüíîâiäîìi ïiäõîäè:
ìåòîä Ðóíãå-Êóòòè ïîðÿäêó 5 (4) [9] � âáóäîâàíà ïàðà ïîðÿäêiâ 5 i 4 ç îöiíêîþ
ïîõèáêè äëÿ àäàïòèâíîãî êðîêó, åôåêòèâíà äëÿ íåæîðñòêèõ ñèñòåì iç õîðîøèì
ñïiââiäíîøåííÿì òî÷íîñòi òà îá÷èñëþâàëüíî¨ âàðòîñòi; ìåòîä Ðóíãå-Êóòòè ïîðÿäêó
3(2) [10] � ëåãêà âáóäîâàíà ïàðà ïîðÿäêiâ 3 i 2 äëÿ øâèäêèõ ïîïåðåäíiõ ïðîõîäiâ òà
ñëàáêî íåëiíiéíèõ íåæîðñòêèõ çàäà÷; BDF (backward di�erentiation formulas) [11] �
íåÿâíèé áàãàòîêðîêîâèé ìåòîä çâîðîòíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ çìiííîãî ïîðÿäêó (1-5),
åôåêòèâíèé äëÿ æîðñòêèõ ñèñòåì.

4. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

Ìåòà çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ [12�14] ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi òàêîãî êåðó-
âàííÿ u∗(t) ç ìíîæèíè äîïóñòèìèõ êåðóâàíü U , ùî:

ψ(u∗(t)) = min
u∈U

ψ(u(t)), (6)

äå ψ(u(t)) � öiëüîâèé ôóíêöiîíàë, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê:

ψ(u(t)) =

∫
Ωt

g(y(u(t), t), u(t), θ) dt, (7)

äå g(y(u(t), t), u(t), θ) � ôóíêöiÿ âèòðàò â îêðåìî âçÿòèé ìîìåíò ÷àñó.
Ôóíêöiÿ êåðóâàííÿ u(t) òà ôóíêöiÿ ñòàíó y(t) ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ ìàòåìàòè÷íîþ

ìîäåëëþ (1)-(2). Íà ôóíêöiþ êåðóâàííÿ íàêëàäàþòüñÿ äâîñòîðîííi îáìåæåííÿ, ùî
âèçíà÷àþòü ìíîæèíó äîïóñòèìèõ êåðóâàíü U :

U =
{
u : u− ≤ u(t) ≤ u+, t ∈ Ωt

}
,

u(t) = (u1(t), u2(t), . . . , um(t)) ,

u−, u+ ∈ Rm,

(8)

ïðè öüîìó çîâíiøíi âïëèâè âiäñóòíi ω(t) = (0, 0, . . . , 0) (ìîäåëü � çàêðèòà), ôóíêöi¨
äèíàìiêè f íåçàëåæíi âiä çìiííî¨ ÷àñó, ïàðàìåòðè � ñòàòè÷íi θ(t) = (θ1, θ2, . . . , θg) ∈
Rg.

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (6) ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ çãiäíî ïðèíöèïó ìàêñèìóìó
Ïîíòðÿãiíà [15]. Âiäïîâiäíî, ââîäèòüñÿ äîïîìiæíà âåêòîð-ôóíêöiÿ λ(t) = (λ1(t),
λ2(t), . . . , λn(t)), λi(t) ∈ C1 (Ωt), t ∈ Ωt, i = 1, 2, . . . , n, ÿêà ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè
ñèñòåìó äîïîìiæíèõ ðiâíÿíü (9) òà óìîâè òðàíñâåðñàëüíîñòi (10):

dλi(t)

dt
= −∂H

∂yi
, t ∈ Ωt, i = 1, 2, . . . , n, (9)

λi(tf ) = 0, (10)

äå H = H(y(u(t), t), u(t), λ(t), θ) � ôóíêöiÿ Ãàìiëüòîíà:

H = g(y(u(t), t), u(t), θ) +

n∑
i=1

λi(t)fi(y(u(t), t), u(t), θ). (11)

Âiäïîâiäíî äî ïðèíöèïó ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà, íåîáõiäíî çíàéòè òàêå êåðóâàííÿ
u∗(t), ÿêå ìiíiìiçóâàòèìå ôóíêöiþ Ãàìiëüòîíà (11) â êîæåí ìîìåíò ÷àñó t:
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u∗(t) = argmin
u(t)

H (y(u(t), t), u(t), λ(t), θ) . (12)

Âiäïîâiäíî êåðóâàííÿ u(t) ââàæà¹òüñÿ îïòèìàëüíèìè ÿêùî:

∂H

∂uj
= 0, t ∈ Ωt, j = 1, 2, . . . ,m. (13)

Óìîâà (13) � öå íåîáõiäíà óìîâà ñòàöiîíàðíîñòi äëÿ ìiíiìiçàöi¨ H çà uj ïðè ôiêñî-
âàíèõ y, λ.

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6) îòðèìó¹òüñÿ ìåòîäîì ïðÿìîãî-çâîðîòíîãî ïðîõîäó (forward-
backward sweep method) [15]. Éîãî ñóòü ïîëÿãà¹ ó iòåðàòèâíîìó óòî÷íåííi êåðóâàííÿ
øëÿõîì ïîáóäîâè ïîñëiäîâíîñòi íàáëèæåíü u[k](t), k = 0, 1, 2, . . .. Ôîðìàëüíèé
àëãîðèòì ìåòîäó íàñòóïíèé:

1. Îáèðà¹òüñÿ äîïóñòèìå ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ çíà÷åíü êåðóâàííÿ u[0](t);
2. Ïðÿìèé ïðîõiä: çà ïîòî÷íèì u[k](t) ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ñèñòåìà (1) ç ïî÷àòêîâèìè

óìîâàìè (2). Iíòåãðóâàííÿ âèêîíó¹òüñÿ LSODA ç dense_output=True. Îòðè-
ìó¹òüñÿ íåïåðåðâíà iíòåðïîëÿöiéíà ôóíêöiÿ Y [k](t) = sol

[k]
fwd(t), ÿêà äîçâîëÿ¹

îòðèìóâàòè y[k](t) ó äîâiëüíié òî÷öi t ∈ [0, tf ], òà çãåíåðîâàíà iíòåãðàòîðîì

àäàïòèâíà ñiòêà T [k]
fwd;

3. Çâîðîòíèé ïðîõiä: çà Y [k](t) òà u[k](t) ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ (9) ç óìîâàìè (10) ó
íàïðÿìêó âiä tf äî 0. Àíàëîãi÷íî îòðèìó¹òüñÿ íåïåðåðâíà iíòåðïîëÿöiéíà

ôóíêöiÿ Λ[k](t) = sol
[k]
bwd(t), òà çãåíåðîâàíà iíòåãðàòîðîì àäàïòèâíà ñiòêà T [k]

bwd;
4. Îíîâëåííÿ êåðóâàííÿ çà Y [k](t) òà Λ[k](t): ÿêùî H ¹ ñòðîãî îïóêëîþ çà uj ,

óìîâà (13) âèçíà÷à¹ ¹äèíèé u∗j (t). Çâiäñè, íàñòóïíå íàáëèæåííÿ êåðóâàííÿ

u
[k+1]
j (t) ôîðìó¹òüñÿ ÿê ïðî¹êöiÿ ìiíiìóìó ũ[k]j (t) (ðîçâ'ÿçîê (13)) íà âiäðiçîê
äîïóñòèìèõ çíà÷åíü

[
u−j , u

+
j

]
:

ũ
[k]
j (t) = arg min

uj(t)
H

(
Y [k](t),

(
u
[k]
1 (t), . . . , uj(t), . . . , u

[k]
m (t)

)
,Λ[k](t), θ

)
(14)

u
[k+1]
j (t) = min

(
u+j ,max

(
u−j , ũ

[k]
j (t)

))
, (15)

äå k � ïîðÿäêîâèé íîìåð ïîòî÷íî¨ iòåðàöi¨. Òîáòî u[k+1](t) ôîðìó¹òüñÿ ÿê
íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ âiä ÷àñó;

5. Ïåðåâiðêà óìîâ çóïèíêè: ÿêùî ∥u[k+1]
(
T [k]

)
−u[k]

(
T [k]

)
∥ < ε, T [k] = T

[k]
fwd∪T

[k]
bwd

àáî äîñÿãíóòî ëiìiò iòåðàöié, òî u[k+1] ïðèéìà¹òüñÿ ÿê ðîçâ'ÿçîê; iíàêøå k →
k + 1 i ïåðåõiä äî êðîêó 2.

Äëÿ ñòàáiëiçàöi¨ çáiæíîñòi íà êðîöi 4 âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ðåëàêñàöiÿ:

u
[k+1]
j (t) = (1− η)u

[k]
j (t) + η ·min

(
u+j ,max

(
u−j , ũ

[k]
j (t)

))
, (16)

äå η ∈ (0, 1] � êîåôiöi¹íò ðåëàêñàöi¨.
Â ðàçi ÿêùî H ëiíiéíà çà uj , ç (13) òà îáìåæåíü (8) âèïëèâà¹ ùî îïòèìóì â òî÷öi

t äîñÿãà¹òüñÿ íà îäíié ç ìåæ
[
u−j , u

+
j

]
. Ïîçíà÷èìî ϕj(t) = ∂H

∂uj
(t), ìà¹ìî:

u
[k+1]
j (t) =

u
−
j , ϕj(t) > 0,

u+j , ϕj(t) ≤ 0.
(17)
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5. Îïèñ ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ

Ïðîãðàìíå çàáåçïå÷åííÿ (CompLab) ðåàëiçîâàíî ÿê iíòåðàêòèâíèé, âiçóàëüíèé òà
iíòó¨òèâíèé êîíñòðóêòîð êîìïàðòìåíòíèõ ìîäåëåé ç íèçêîþ äîïîìiæíèõ ôóíêöié:
iíòåðàêòèâíèé ãðàô ìîäåëi, ãðàôi÷íå âiäîáðàæåííÿ ðiâíÿíü / ðåçóëüòàòiâ, ðîáî÷i
ïðîñòîðè, ñòðóêòóðîâàíå àâòîðîçìiùåííÿ êîìïàðòìåíòiâ íà ðîáî÷ié ïîâåðõíi, iì-
ïîðò / åêñïîðò ìîäåëåé/ðåçóëüòàòiâ, ïåðåâèêîðèñòàííÿ ðåçóëüòàòiâ (âèòÿã âõiäíî¨
ìîäåëi / ïåðåçàïóñê ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ç ìîæëèâiñòþ çìiíè âõiäíèõ ïàðàìåòðiâ çà-
äà÷i), òîùî. CompLab ðåàëiçîâàíî çà àðõiòåêòóðîþ êëi¹íò-ñåðâåð:

� Êëi¹íò: Angular ïðî¹êò � iíòåðàêòèâíèé ãðàôi÷íèé êîíñòðóêòîð/ðåäàêòîð
êîìïàðòìåíòíèõ ìîäåëåé;

� Ñåðâåð: Python (Flask) ïðî¹êò � îáðîáíèê íàäiñëàíèõ êëi¹íòîì çàäà÷ ìîäå-
ëþâàííÿ òà îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ.

Ó CompLab ðîáîòà âiäáóâà¹òüñÿ âiäíîñíî êîìïàðòìåíòíîãî ïðåäñòàâëåííÿ ìàòå-
ìàòè÷íî¨ ìîäåëi, òîáòî çâàæåíîãî îði¹íòîâàíîãî ãðàôà. Êîðèñòóâà÷ ó êëi¹íòñüêîìó
iíòåðôåéñi ãðàôi÷íî áóäó¹ öåé ãðàô i âèçíà÷à¹ éîãî âëàñòèâîñòi (Ðèñ. 3). Ðåäàêòîð
ãðàôà ðåàëiçîâàíî íà áàçi áiáëiîòåêè Cytoscape.js [16] òà âëàñíèõ ìîäóëiâ ¨¨ ðîçøè-
ðåííÿ, çàâäÿêè ÷îìó ãðàô ¹ iíòåðàêòèâíèì: âóçëè ìîæíà âiëüíî ïåðåìiùóâàòè,
¹ îêðåìà êíîïêà �àâòîðîçìiùåííÿ� òà âiäïîâiäíi òðèãåðè (çìiíà ðîçìiðó âiêíà,
äîäàâàííÿ íîâèõ âóçëiâ) àâòîìàòè÷íî âïîðÿäêîâóþòü éîãî íà åêðàíi, òîùî. Âiä-
ïîâiäíî, êîðèñòóâà÷ ïîâèíåí çàäàòè:

� êîìïàðòìåíòè ìîäåëi òà ¨õ ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ;
� ðiâíÿííÿ ïîòîêiâ òà êîìïàðòìåíòè, ÿêi âîíè ç'¹äíóþòü;
� ïîçíà÷åííÿ êîíñòàíò òà ¨õíi çíà÷åííÿ;
� ïîçíà÷åííÿ êåðóâàíü (çà íàÿâíîñòi).

(a) Êîìïàðòìåíò (á) Ïîòiê
(â) Òàáëèöÿ âèçíà÷åíü, çîêðåìà

êîíñòàíò òà êåðóâàíü

Ðèñ. 3. Äiàëîãîâi âiêíà ñòâîðåííÿ êîìïàðòìåíòiâ, ïîòîêiâ òà âèçíà÷åííÿ
êîíñòàíò i êåðóâàíü â CompLab

Ïðîöåñ ìîäåëþâàííÿ. Äëÿ çàïóñêó ïðîöåñó ìîäåëþâàííÿ êîðèñòóâà÷ çàäà¹
âõiäíi ïàðàìåòðè çàäà÷i: êiíöåâèé ìîìåíò ÷àñó tf òà êiëüêiñòü ðiâíîâiääàëåíèõ òî÷îê
ðîçáèòòÿ N ïðîìiæêó Ωt â ÿêèõ áóäóòü îòðèìàíi ðîçâ'ÿçêè äëÿ âèâåäåííÿ ãðàôiêiâ
äèíàìiêè. Êëi¹íò íàäñèëà¹ çàïèò íà ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i íà ñåðâåð. Çàïèò ìiñòèòü
íàñòóïíó iíôîðìàöiþ:
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� Êîìïàðòìåíòíà ìîäåëü:
� Âèçíà÷åííÿ êîìïàðòìåíòiâ (iìåíà òà ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ);
� Âèçíà÷åííÿ ïîòîêiâ (ðiâíÿííÿ ïîòîêó, iäåíòèôiêàòîðè êîìïàðòìåíòà-äæå-
ðåëà òà êîìïàðòìåíòà-ïðèçíà÷åííÿ);

� Âèçíà÷åííÿ êîíñòàíò (iìåíà òà çíà÷åííÿ);
� Âèçíà÷åííÿ êåðóâàíü (iìåíà).

� Ïàðàìåòðè çàäà÷i: êiíöåâèé ìîìåíò ÷àñó tf òà êiëüêiñòü ðiâíîâiääàëåíèõ
òî÷îê ðîçáèòòÿ N ïðîìiæêó Ωt.

Çàãàëîì, ïiñëÿ îòðèìàííÿ çàïèòó ñåðâåð âèêîíó¹ íàñòóïíå:
1. Êîíâåðòó¹ êîìïàðòìåíòíó ìîäåëü â ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Ïðè

öüîìó ðiâíÿííÿ ïîòîêiâ çà äîïîìîãîþ ìåòîäiâ áiáëiîòåêè SymPy ïåðåâîäÿòüñÿ
â ñèìâîëüíi âèðàçè ñèìâîëüíî¨ ìàòåìàòèêè, îñêiëüêè âîíè çàäàþòüñÿ êîðèñ-
òóâà÷åì ç êëàâiàòóðè òåêñòîì;

2. ×èñåëüíî iíòåãðó¹ îòðèìàíó ñèñòåìó ç óðàõóâàííÿì çàäàíèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ
òà ïàðàìåòðiâ. Ïðè öüîìó:

• Ó ðàçi ÿêùî äîñëiäæó¹òüñÿ ìîäåëü ç âèçíà÷åíèìè êåðóâàííÿìè, âîíè
ïðèðiâíþþòüñÿ äî íóëÿ ïiä ÷àñ îá÷èñëåíü;

• Äëÿ iíòåãðóâàííÿ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ðåàëiçàöiÿ ìåòîäó LSODA áiáëiîòåêè
SciPy ôóíêöi¨ solve_ivp (ïàðàìåòð method � 'LSODA');

• Çà äîïîìîãîþ ïàðàìåòðà dense_output = True ôóíêöi¨ solve_ivp îòðè-
ìó¹òüñÿ iíòåðïîëÿöiéíà ôóíêöiÿ êîìïàðòìåíòiâ.

3. Ôîðìó¹ òà ïîâåðòà¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i êëi¹íòó. Ðîçâ'ÿçîê ñêëàäà¹òüñÿ ç âõiäíî¨
ìîäåëi òà ïàðàìåòðiâ, à òàêîæ çíà÷åíü êîìïàðòìåíòiâ â N +1 ðiâíîâiääàëåíèõ
òî÷êàõ ðîçáèòòÿ ïðîìiæêó Ωt, îá÷èñëåíèõ çà iíòåðïîëÿöiéíîþ ôóíêöi¹þ ç
êðîêó 2.

Îòðèìàíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i òà âõiäíi äàíi êëi¹íò âiäîáðàæà¹ â îêðåìî âèäiëåíié
ïàíåëi. Ç íå¨ êîðèñòóâà÷ ìîæå:

� Åêñïîðòóâàòè ðåçóëüòàòè (ç/áåç ìîäåëi òà âõiäíèõ ïàðàìåòðiâ çàäà÷i);
� Ñòâîðèòè íîâèé ðîáî÷èé ïðîñòið íà îñíîâi âõiäíî¨ ìîäåëi âiäîáðàæåíèõ ðåçó-
ëüòàòiâ;

� Ïåðåçàïóñòèòè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ç òèìè æ âõiäíèìè äàíèìè. Ïðè öüîìó
êîðèñòóâà÷ó äà¹òüñÿ ìîæëèâiñòü çìiíèòè ïàðàìåòðè ñàìî¨ çàäà÷i (êiíöåâèé
ìîìåíò ÷àñó, êiëüêiñòü òî÷îê ðîçáèòòÿ).

Ïðîöåñ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ. Äëÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ âõiäíè-
ìè ïàðàìåòðàìè ¹:

� Êiíöåâèé ìîìåíò ÷àñó tf ;
� Êiëüêiñòü ðiâíîâiääàëåíèõ òî÷îê ðîçáèòòÿ N ïðîìiæêó Ωt â ÿêèõ áóäóòü
îòðèìàíi ðîçâ'ÿçêè äëÿ âèâåäåííÿ ãðàôiêiâ äèíàìiêè;

� Âåðõíi òà íèæíi ìåæi çíà÷åíü êîæíîãî êåðóâàííÿ uj ;
� Ôóíêöiÿ âèòðàò g(y(u(t), t), u(t), θ).

Çàïèò íà ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i, ïîäiáíî äî çàäà÷i ìîäåëþâàííÿ, ìiñòèòü ñàìó êîì-
ïàðòìåíòíó ìîäåëü òà ïàðàìåòðè çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ. Ñåðâåð âèêîíó¹
íàñòóïíi êðîêè:

1. Êîíâåðòó¹ êîìïàðòìåíòíó ìîäåëü â ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü;
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2. Êîíâåðòó¹ ôóíêöiþ âèòðàò â ñèìâîëüíèé âèðàç;

3. Ñêëàäà¹ ôóíêöiþ Ãàìiëüòîíà çà (11);

4. Âèâîäèòü äîïîìiæíó ñèñòåìó ðiâíÿíü çà (9);

5. ×èñåëüíî iíòåãðó¹ ñèñòåìó îòðèìàíó ç êðîêó 1 ç óðàõóâàííÿì çàäàíèõ ïî÷àò-
êîâèõ óìîâ òà ïàðàìåòðiâ. Ïðè öüîìó êåðóâàííÿ ïðèðiâíþþòüñÿ äî íóëÿ.

6. Îá÷èñëþ¹ çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëó (7). Òîáòî éîãî çíà÷åííÿ áåç áóäü-ÿêîãî
êåðóâàííÿ;

7. Ìåòîäîì ïðÿìîãî-çâîðîòíîãî ïðîõîäó îòðèìó¹ ÷èñåëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6).
Ïðè öüîìó:

� Ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ êåðóâàíü: u[0](t) = u++u−

2 ;
� Ïðîãðàìíå çàáåçïå÷åííÿ, äëÿ êîæíîãî êåðóâàííÿ uj , çäiéñíþ¹ ñïðîáó
ðîçâ'ÿçàííÿ óìîâ îïòèìàëüíîñòi (13) çà äîïîìîãîþ ìåòîäó solve áiáëi-
îòåêè SymPy. Çà íàÿâíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàñòîñîâó¹òüñÿ ñõåìà (16); çà éîãî
âiäñóòíîñòi � ñõåìà (17).

� Çà äîïîìîãîþ ïàðàìåòðà dense_output = True ôóíêöi¨ solve_ivp îòðè-
ìó¹òüñÿ iíòåðïîëÿöiéíà ôóíêöiÿ êîìïàðòìåíòiâ.

8. Ôîðìó¹ òà ïîâåðòà¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i êëi¹íòó. Ðîçâ'ÿçîê ñêëàäà¹òüñÿ ç âõiäíî¨
ìîäåëi òà ïàðàìåòðiâ, çíà÷åíü ôóíêöiîíàëó (7) äî òà ïiñëÿ çàñòîñóâàííÿ
îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ôóíêöi¨ Ãàìiëüòîíà, äîïîìiæíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü, à
òàêîæ çíà÷åíü êîìïàðòìåíòiâ (äî òà ïiñëÿ çàñòîñóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðó-
âàííÿ) i êåðóâàíü â N + 1 ðiâíîâiääàëåíèõ òî÷êàõ ðîçáèòòÿ ïðîìiæêó Ωt.

ßê i äëÿ çàäà÷i ìîäåëþâàííÿ, ïàíåëü ðåçóëüòàòiâ âiäîáðàæà¹ âõiäíi ìîäåëü òà
ïàðàìåòðè çàäà÷i, à òàêîæ ãðàôi÷íi ðåçóëüòàòè. Äëÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ
äîäàòêîâî âiäîáðàæàþòüñÿ íåãðàôi÷íi ðåçóëüòàòè: çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëó (7) äî
òà ïiñëÿ çàñòîñóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ; ôóíêöiÿ Ãàìiëüòîíà; äîïîìiæíà
ñèñòåìà ðiâíÿíü.

6. Ðåçóëüòàòè ÷èñëîâèõ åêñïåðèìåíòiâ

Ðîçãëÿíåìî ðåçóëüòàòè ðîáîòè ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ íà ñåði¨ ïðèêëàäiâ íà
îñíîâi SEIR ìîäåëi (5) òà ¨¨ ìîäèôiêàöié ç äîäàâàííÿì êåðóâàíü.

Ïðèêëàä 1. Áàçîâà SEIR ìîäåëü áåç êåðóâàííÿ. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à
ìîäåëþâàííÿ äëÿ áàçîâî¨ SEIR ìîäåëi (5). Âèãëÿä SEIR ìîäåëi â ïðîãðàìi ñïiâñòàâ-
íèé ç ðèñ. 2. Âèãëÿä ìîäåëi òà ïàðàìåòðè çàäà÷i âiäîáðàæåíi íà ðèñ. 4, ðåçóëüòàòè
� íà ðèñ. 5.

Ïðèêëàä 2. SEIR ìîäåëü iç îäíèì êåðóâàííÿì u1 (íàïðèêëàä ùåïëåííÿì).
Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ ìîäèôiêàöi¨ ìîäåëi íàâåäåíî¨ â
ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi. Ââîäÿòüñÿ êåðóâàííÿ u1, íîâèé ïàðàìåòð (êîíñòàíòà) δ
òà äîäàòêîâèé ïîòiê ùî ç'¹äíó¹ êîìïàðòìåíò S ç êîìïàðòìåíòîì R:
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dS(t)

dt
= −βS(t)I(t)− δu1(t)S(t),

dE(t)

dt
= βS(t)I(t)− σE(t),

dI(t)

dt
= σE(t)− γI(t),

dR(t)

dt
= γI(t) + δu1(t)S(t).

(18)

Ïîòðiáíî çíàéòè òàêå êåðóâàííÿ u∗(t) ç ìíîæèíè äîïóñòèìèõ êåðóâàíü U , ùî:

ψ(u∗(t)) = min
u∈U

ψ(u(t)),

ψ(u(t)) =

∫ 100

0

(
I(t) + 0.5u21(t)

)
dt.

(19)

Ìíîæèíà äîïóñòèìèõ êåðóâàíü, âèçíà÷åíà îáìåæåííÿìè:

U =
{
u : u− ≤ u(t) ≤ u+, t ∈ [0, 100]

}
,

u(t) = u1(t),

u− = 0, u+ = 1.

(20)

Âèãëÿä ìîäåëi CompLab òà âõiäíi ïàðàìåòðè çàäà÷i ïðèâåäåíî íà ðèñ. 6, ðåçóëü-
òàòè ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (18)-(20) ïðèâåäåíi íà ðèñ. 7.

Ïðèêëàä 3. SEIR ìîäåëü iç äâîìà êåðóâàííÿìè u1 òà u2 (íàïðèêëàä
ùåïëåííÿì òà íîñiííÿì ìàñîê âiäïîâiäíî). Ìîäèôiêó¹ìî çàäà÷ó ïðèâåäåíó
â ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi. Ââåäåìî ùå îäíå êåðóâàííÿ u2 òà íîâèé ïàðàìåòð
(êîíñòàíòó) ρ:

dS(t)

dt
= − (1− u2(t) + (1− ρ)u2(t))βS(t)I(t)− δu1(t)S(t),

dE(t)

dt
= (1− u2(t) + (1− ρ)u2(t))βS(t)I(t)− σE(t),

dI(t)

dt
= σE(t)− γI(t),

dR(t)

dt
= γI(t) + δu1(t)S(t).

(21)

Ïîòðiáíî çíàéòè òàêå êåðóâàííÿ u∗(t) ç ìíîæèíè äîïóñòèìèõ êåðóâàíü U , ùî:

ψ(u∗(t)) = min
u∈U

ψ(u(t)),

ψ(u(t)) =

∫ 100

0

(
I(t) + 0.5u21(t) + 0.4u22(t)

)
dt.

(22)
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Ìíîæèíà äîïóñòèìèõ êåðóâàíü, âèçíà÷åíà îáìåæåííÿìè:

U =
{
u : u− ≤ u(t) ≤ u+, t ∈ [0, 100]

}
,

u(t) = (u1(t), u2(t)) ,

u− = (0, 0) , u+ = (1, 1) .

(23)

Âèãëÿä ìîäåëi â CompLab òà ïàðàìåòðè çàäà÷i ïðèâåäåíî íà ðèñ. 8, ðåçóëüòàòè
ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (21)-(23) � íà ðèñ. 9.

(a) (á)

Ðèñ. 4. (a) SEIR ìîäåëü (5) â CompLab: êîìïàðòìåíòíå ïîäàííÿ, ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü, ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ êîìïàðòìåíòiâ (S(0) = 999, E(0) = 0, I(0) = 1, R(0) = 0)
òà çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ ìîäåëi (β = 0.001, σ = 0.2, γ = 0.1); (á) ïàðàìåòðè çàäà÷i
ìîäåëþâàííÿ: êiíöåâèé ìîìåíò ÷àñó (tf = 100) òà êiëüêiñòü ðiâíîâiääàëåíèõ òî÷îê

ðîçáèòòÿ (N = 100)

Ðèñ. 5. Ðåçóëüòàòè ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i ìîäåëþâàííÿ: ãðàôiêè êîìïàðòìåíòiâ, ïàðàìåòðè
çàäà÷i, ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ìîäåëi òà çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ ìîäåëi
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(à) (á)

Ðèñ. 6. (à)Ìîäèôiêîâàíà SEIR ìîäåëü (18) ç îäíèì êåðóâàííÿì â CompLab: êîìïàðòìåíò-
íå ïîäàííÿ, ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ êîìïàðòìåíòiâ (S(0) =
999, E(0) = 0, I(0) = 1, R(0) = 0), çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ ìîäåëi (β = 0.001, σ = 0.2, γ =
0.1, δ = 0.04) òà âèçíà÷åííÿ êåðóâàííÿ (u1 = u1(t)); (á) ïàðàìåòðè çàäà÷i îïòèìàëüíîãî
êåðóâàííÿ (18)-(20): êiíöåâèé ìîìåíò ÷àñó (tf = 100), êiëüêiñòü ðiâíîâiääàëåíèõ òî÷îê
ðîçáèòòÿ (N = 100), ìåæi êåðóâàííÿ (u−

1 = 0, u+
1 = 1) òà ôóíêöiÿ âèòðàò (g = I + 0.5u2

1)

(à) (á)

(â)

Ðèñ. 7. (à) ãðàôiêè êîìïàðòìåíòiâ äî (Initial. Ñèíié êîëið) òà ïiñëÿ (Optimal. Ïîìàðàí÷å-
âèé êîëið) çàñòîñóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ; (á) ãðàôiê êåðóâàííÿ u1, çíà÷åííÿ ôóíê-
öiîíàëó äî òà ïiñëÿ çàñòîñóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ïàðàìåòðè çàäà÷i òà ñèñòåìà
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ìîäåëi; (â) çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ ìîäåëi, âèçíà÷åííÿ êåðóâàííÿ,

ôóíêöiÿ Ãàìiëüòîíà òà äîïîìiæíà ñèñòåìà ðiâíÿíü
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(à) (á)

Ðèñ. 8. (à) Ìîäèôiêîâàíà SEIR ìîäåëü (21) ç äâîìà êåðóâàííÿìè â CompLab: êîìïàðò-
ìåíòíå ïîäàííÿ, ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ êîìïàðòìåíòiâ
(S(0) = 999, E(0) = 0, I(0) = 1, R(0) = 0), çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ ìîäåëi (β = 0.001, σ =
0.2, γ = 0.1, δ = 0.04, ρ = 0.3) òà âèçíà÷åííÿ êåðóâàíü (u1 = u1(t), u2 = u2(t)); (á) ïàðàìåò-
ðè çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (21)-(23): êiíöåâèé ìîìåíò ÷àñó (tf = 100), êiëüêiñòü
ðiâíîâiääàëåíèõ òî÷îê ðîçáèòòÿ (N = 100), ìåæi êåðóâàíü (u−

1 = 0, u+
1 = 1, u−

2 = 0, u+
2 = 1)

òà ôóíêöiÿ âèòðàò (g = I + 0.5u2
1 + 0.4u2

2)

(à) (á)

(â)

Ðèñ. 9. (à) ãðàôiêè êîìïàðòìåíòiâ äî (Initial. Ñèíié êîëið) òà ïiñëÿ (Optimal. Ïîìàðàí÷å-
âèé êîëið) çàñòîñóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ; (á) ãðàôiêè êåðóâàíü u1 òà u2, çíà÷åííÿ
ôóíêöiîíàëó äî òà ïiñëÿ çàñòîñóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ïàðàìåòðè çàäà÷i òà ñèñòå-
ìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ìîäåëi; (â) çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ ìîäåëi, âèçíà÷åííÿ êåðóâàíü,

ôóíêöiÿ Ãàìiëüòîíà òà äîïîìiæíà ñèñòåìà ðiâíÿíü
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7. Àíàëiç ðåçóëüòàòiâ

Ïðåäñòàâëåíå ïðîãðàìíå çàáåçïå÷åííÿ � öå ðîáî÷å ñåðåäîâèùå äëÿ ïîñòàíîâêè
òà ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ìîäåëþâàííÿ òà îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ çàêðèòèìè êîìïàðò-
ìåíòíèìè ìîäåëÿìè ç íåçàëåæíèìè âiä çìiííî¨ ÷àñó ðiâíÿííÿìè ñòàíiâ òà ñòàëèìè
ïàðàìåòðàìè íà óñüîìó âiäðiçêó äîñëiäæåííÿ (íàïðèêëàä, SEIR). Îäíà ç êëþ÷îâèõ
ïåðåâàã � àâòîìàòèçàöiÿ. Âiä êîðèñòóâà÷à âèìàãà¹òüñÿ çàäàòè ñòðóêòóðó ìîäåëi, ¨¨
ïî÷àòêîâi óìîâè òà ïàðàìåòðè âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i. Äàëi CompLab âèêîðèñòîâóþ÷è
íàäàíó iíôîðìàöiþ ñàìîñòiéíî ôîðìó¹ ïîòðiáíi äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ñòðóêòóðè (ñèñòåìó
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ìîäåëi, ôóíêöiþ Ãàìiëüòîíà, ñèñòåìó äîïîìiæíèõ ðiâ-
íÿíü, òîùî) òà âèêîíó¹ ñàìå ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ç ¨õ äîïîìîãîþ. CompLab âiäîáðà-
æà¹ êîðèñòóâà÷ó äîðå÷íi åëåìåíòè öèõ ñòðóêòóð ÿê ÷àñòèíó ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè
ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i, ÿêi áà÷èòü êîðèñòóâà÷, íàäàþòü éîìó ïîâíó iíôîðìàöiþ ùîäî
òîãî ÿêèìè áóëè âõiäíi äàíi, çà ÿêèõ öi ðåçóëüòàòè áóëî îòðèìàíî, ñàì ðîçâ'ÿçîê, à
òàêîæ äîäàòêîâi äàíi, ÿêùî äîðå÷íî. Öå çàáåçïå÷ó¹ âiäòâîðþâàíiñòü òà ïðîçîðiñòü
ïðîöåñó. Ðîçãëÿíåìî äåòàëüíiøå ðåçóëüòàòè îòðèìàíi â âèùåîïèñàíèõ ïðèêëàäàõ.

Ïðèêëàä 1. Áàçîâà SEIR ìîäåëü áåç êåðóâàííÿ. Äèíàìiêà SEIR âiäòâîðþ¹
ñïàëàõ iç êîðîòêîþ ëàòåíòíîþ ôàçîþ òà ïîâíèì âè÷åðïàííÿì ñïðèéíÿòëèâèõ îñiá:
S ñòðiìêî ïðÿìó¹ äî íóëÿ íà ïðîìiæêó t ∈ [10, 35]; E çðîñòà¹ ðàíiøå çà I (çàòðèìêà
ïðèáëèçíî 5 äíiâ) òà äîñÿãà¹ ïiêó Emax ≈ 330 íà t ≈ 24, ïiñëÿ ÷îãî çãàñà¹; I ïiêó¹
ïiçíiøå � Imax ≈ 407 íà t ≈ 30 i ñïàäà¹ ïîâiëüíiøå; R íàðîñòà¹ ñèãìî¨äàëüíî é
íàñè÷ó¹òüñÿ ïiä êiíåöü ïåðiîäó ñïîñòåðåæåííÿ. Öå âiäïîâiäà¹ î÷iêóâàíié ïîâåäiíöi
SEIR: ðàííié ïiê çàðàæåíèõ E, âiäêëàäåíèé ïiê iíôiêîâàíèõ I, ìîíîòîííå íàñè÷åííÿ
îäóæàëèõ R.

Ïðèêëàä 2. SEIR ìîäåëü iç îäíèì êåðóâàííÿì u1 (íàïðèêëàä ùåïëåííÿì).
Îïòèìàëüíà òðà¹êòîðiÿ u1(t) òðèìà¹òüñÿ âåðõíüî¨ ìåæi äî t ≈ 50 ïiñëÿ ÷îãî
ìîíîòîííî ïðÿìó¹ äî íóëÿ, ùî ñòâîðþ¹ iíòåíñèâíå ðàíí¹ ïåðåâåäåííÿ S → R. Öå
çìåíøó¹ êiëüêiñòü ñïðèéíÿòëèâèõ îñiá çàâ÷àñíî (êðèâà S ïî÷èíà¹ ñïàäàòè ðàíiøå
é ïëàâíiøå), ïðèñêîðþ¹ íàðîñòàííÿ R òà ñóòò¹âî �çðiçà¹� i äåùî çìiùó¹ ïiêè E òà
I: ç Emax ≈ 330 íà t ≈ 24 äî E[u1]

max ≈ 77 íà t ≈ 27 òà ç Imax ≈ 407 íà t ≈ 30 äî
I
[u1]
max ≈ 116 íà t ≈ 33 âiäïîâiäíî. Çà ôóíêöiîíàëîì ψ =

∫ 100

0
(I + 0.5u21)dt öå äà¹

çíèæåííÿ çíà÷åííÿ ç 9, 991.66 äî 3, 633.101 (≈ 2.75×), òîáòî çíà÷íèé âèãðàø íàâiòü
ç óðàõóâàííÿì �öiíè� êåðóâàííÿ.

Ïðèêëàä 3. SEIR ìîäåëü iç äâîìà êåðóâàííÿìè u1 òà u2 (íàïðèêëàä
ùåïëåííÿì òà íîñiííÿì ìàñîê âiäïîâiäíî). Îïòèìóì òðèìà¹ îáèäâà êåðó-
âàííÿ áëèçüêî âåðõíüî¨ ìåæi: u1 äî t ≈ 65; u2 äî t ≈ 68. Äàëi îáèäâà êåðóâàííÿ
ìîíîòîííî ïðÿìóþòü äî íóëÿ. Òîáòî, ÿê i â ïðèêëàäi 2, ñïîñòåðiãà¹òüñÿ iíòåíñèâíå
ðàíí¹ ïåðåâåäåííÿ S → R çàâäÿêè u1, à òàêîæ ïàðàëåëüíå óïîâiëüíåííÿ ïåðåâåäåííÿ
S → E çàâäÿêè u2. ßê íàñëiäîê S ïî÷èíà¹ ñïàäàòè âiä ñàìîãî ïî÷àòêó ïåðiîäó
ñïîñòåðåæåííÿ i âèñíàæó¹òüñÿ íàáàãàòî ïëàâíiøå é ïiçíiøå, R íàðîñòà¹ äåùî ïî-
âiëüíiøå, ó ïîðiâíÿííi ç ïðèêëàäîì 2, à ïiêè E òà I ùå áiëüøå �óðiçàþòüñÿ� òà
çìiùóþòüñÿ: ç Emax ≈ 330 íà t ≈ 24 äî E[u1,u2]

max ≈ 28 íà t ≈ 32 òà ç Imax ≈ 407

íà t ≈ 30 äî I
[u1,u2]
max ≈ 47 íà t ≈ 40 âiäïîâiäíî. Çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëó ψ =
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0
(I + 0.5u21 + 0.4u22)dt çìåíøó¹òüñÿ ç 9, 991.66 äî 1, 957.631 (≈ 5.1×). Öå ñâiä÷èòü

ïðî òå, ùî óïîâiëüíþþ÷èé åôåêò u2 â êîìáiíàöi¨ ç ïðèñêîðþþ÷èì åôåêòîì u1 äà¹
çíà÷íî êðàùèé ðåçóëüòàò ïðè ìåíøié öiíi.

Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî iñíóþòü iíøi ïðîãðàìíi ïðîäóêòè, ùî ðåàëiçóþòü ñõîæi
iäå¨, çîêðåìà K-SEIR-Sim [17], STEM (Spatiotemporal Epidemiological Modeler) [18],
GLEAMviz [19] òà EPIGUI [20]. Íà ¨õíüîìó òëi CompLab âèäiëÿ¹òüñÿ ïî¹äíàííÿì
êiëüêîõ öiííèõ ðèñ â îäíîìó iíñòðóìåíòi: âií äîçâîëÿ¹ ñàìîñòiéíî çàäàâàòè ñòðóê-
òóðó ìîäåëi (íå îáìåæóþ÷èñü çàçäàëåãiäü âèçíà÷åíèì íàáîðîì); ìà¹ çðó÷íèé òà
iíòó¨òèâíèé iíòåðôåéñ ç íàáîðîì äîïîìiæíèõ iíñòðóìåíòiâ; çàáåçïå÷ó¹ íèçüêèé
ïîðiã âõîäó � êîðèñòóâà÷ó äîñòàòíüî îêðåñëèòè ãðàô ìîäåëi, ïî÷àòêîâi óìîâè òà
ïàðàìåòðè çàäà÷i, äàëi ïðîãðàìà ïðàöþ¹ ñàìîñòiéíî; àðõiòåêòóðíî ãîòîâèé ïðàöþ-
âàòè ÿê çàñòîñóíîê i ÿê âåá-ñåðâiñ; i, çîêðåìà íà âiäìiíó âiä çãàäàíèõ ðiøåíü, çäàòíèé
ðîçâ'ÿçóâàòè çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ. Êîæíà ç öèõ ðèñ ìà¹ ñàìîñòiéíó
äîñëiäíèöüêó öiííiñòü, à ¨õ ïî¹äíàííÿ ó ¹äèíîìó ñåðåäîâèùi äîäàòêîâî ïiäñèëþ¹
óíiêàëüíiñòü é ïðèêëàäíó êîðèñíiñòü iíñòðóìåíòó.

8. Âèñíîâêè

Çàïðîïîíîâàíî é ðåàëiçîâàíî CompLab � ãîòîâèé äî âèêîðèñòàííÿ ïðîãðàìíèé
ïðîäóêò, ÿêèé íàäà¹ êîðèñòóâà÷ó ïîâíèé ôóíêöiîíàë äëÿ ìîäåëþâàííÿ òà îïòèìàëü-
íîãî êåðóâàííÿ çàêðèòèìè êîìïàðòìåíòíèìè ìîäåëÿìè ç íåçàëåæíèìè âiä çìiííî¨
÷àñó ðiâíÿííÿìè ñòàíiâ òà ñòàëèìè ïàðàìåòðàìè íà óñüîìó âiäðiçêó äîñëiäæåííÿ.
Äëÿ ìîäåëþâàííÿ âèêîðèñòàíî ìåòîä LSODA, äëÿ çàäà÷ îïòèìiçàöi¨ � ïðèíöèï
ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà ç ïðÿìèì-çâîðîòíèì ïðîõîäîì; ¨õ ðîáîòó ïðîäåìîíñòðîâàíî
íà ñåði¨ ïðèêëàäiâ. Äîäàòêîâî ïðîäóêò íàäà¹ íàáið äîïîìiæíèõ iíñòðóìåíòiâ:
iìïîðò/åêñïîðò, ñòðóêòóðîâàíå àâòîïîçèöiþâàííÿ, ðîáî÷i ïðîñòîðè, ïîâòîðíå âèêî-
ðèñòàííÿ ðåçóëüòàòiâ òà ðÿä iíøèõ äîïîìiæíèõ ôóíêöié. Âîäíî÷àñ, ïðî¹êò Com-
pLab ïðîäîâæó¹ àêòèâíî âäîñêîíàëþâàòèñü òà ðîçâèâàòèñü. Íàéáëèæ÷èìè ïëàíàìè
ùîäî éîãî ðîçâèòêó ¹:

� Ðîçøèðåííÿ ôóíêöiîíàëó äîäàâàííÿì ìîæëèâîñòi ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i iäåíòè-
ôiêàöi¨ ïàðàìåòðiâ ìîäåëi, ùî äîçâîëèòü îöiíþâàòè íåâiäîìi õàðàêòåðèñòèêè
äîñëiäæóâàíî¨ ñèñòåìè;

� Äîäàâàííÿ ïiäòðèìêè âiäêðèòèõ êîìïàðòìåíòíèõ ìîäåëåé, ùî ñïðèÿòèìå çàñ-
òîñóâàííþ ïðîäóêòó äî áiëüø øèðîêîãî êëàñó çàäà÷;

� Ïîðòóâàííÿ CompLab ó desktop-âåðñiþ (äîäàòîê), ùî äîäàñòü ùå îäèí ñïîñiá
âèêîðèñòàííÿ ïðîäóêòó çi ñïðîùåíèì ïðîöåñîì âñòàíîâëåííÿ òà çàïóñêó.

Öi êðîêè äîïîìîæóòü ðîçøèðèòè ñôåðó çàñòîñóâàíü òà ïiäâèùàòü åôåêòèâíiñòü
ðîáîòè ç äèíàìi÷íèìè ñèñòåìàìè.
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This paper presents CompLab � a client-server (Angular / Python + Flask) software
suite for an end-to-end work�ow with compartmental models: from graphical construction
of the structure to solving forward-simulation problems and optimal-control problems. The
user speci�es the model as a directed weighted graph; the server then automatically con-
structs the system of ordinary di�erential equations from that graph (using SymPy to parse
algebraic �ow expressions), and either integrates that system with the LSODA method
(the SciPy implementation solve_ivp, method='LSODA', dense_output=True) or solves the
optimal-control problem via Pontryagin's maximum principle with a forward-backward
sweep. For optimization, the Hamiltonian and the adjoint system are generated automati-
cally; control updates are performed with projection onto admissible bounds and relaxation,
and when the Hamiltonian is linear in the controls a bang-bang scheme is applied. The im-
plementation uses continuous solution interpolants (dense_output) instead of �xed grids,
which simpli�es coupling of the forward and backward passes and provides �exible render-
ing of results at arbitrary resolutions. The tool features an interactive graph editor (based
on Cytoscape.js) with auto-layout, workspaces, import/export of models and results, reuse
of previous runs, output of intermediate artifacts (equation system, Hamiltonian, adjoint
equations), etc. The current version supports closed models with time-invariant dynamics
and constant parameters. CompLab's capabilities are demonstrated on the basic SEIR
model and on two of its modi�cations with one and two controls.

Key words: mathematical modeling, compartmental models, optimal control, software,
Pontryagin's maximum principle.


